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Los aparatos de apoyo en los puentes 
N u evo apoyo móvil de tres p iezas 
POR 
P. MICH A.ELSEN 
A menudo se presenta al injeniero el problema de proyectar, en las construc-
ciones enrejadas, disposiciones que permitan trasmitir ciertos esfuerzos verticales . 
sobre apoyos, al mismo tiempo que permitan ciertos desplazamientos horizontales, ya 
sean é.• tos orijinados por cambios de temperatura o por deformaciones del enrejado 
producidas por la sobrecarga. 
En la enorme mayoría de las construcciones de fierro se acepta que estos movi-
mientos se desarrollan sin encontrar resistencias; sin embargo, tomándolas en cuenta 
resultan a menudo tensiones suplementarias, tanto en el enrejado (superstructura), 
como en las pilas de apoyo (cepas). La influencia de estas tensiones suplementarias 
exije un cambio de dimensiones, i no es raro el caso en que la influencia del aumento 
de la tension sea tal, que el sistema elejido sea anti-económico. A esto hai quP. agre- . 
gat· que muchas disposiciones quedan estáticamente indeterminadas. 
De estos problemas de disposiciones, el mas corriente es el de los apoyos !le las 
vigas de puente, en que se t.iene dos reacciones verticales. Uno de estos apoyos es, 
en jene¡·al, fi jo, i el otro permite movimientos lonjitudiuales; en las vigas coutínuas 
i de otros sistemas se debe tener apoyos fijos i apoyos movibles, pero dispuestos de 
tal modo que se. puedan mover sin encontrar resistencias. 
·E l problemas<~ !w pretendido resolver en la práctica de diferentPs maneraR. Los 
sist.emas empleado!" se pueden C'lasiHcar en tres grupos: 
,\ ) Apoyos de rlr.~N.mmirnto. e!! que dos superficies pulidas !le~l iznn una sobre 
la 'ot.ra. 
B) AJ!O.If OS con rodillos, en los cuales la viga. rueda sobre cuerpos cilínclricos. 
C) A]Joyos péndulog, (a manm·a. de péndulo), en los cuales el movimiento horizon-
tal es ohtf'n iclo por una pequPiín. rotnC'ion vertical de una c!"pa o pila. La hase fija rle 
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esta cepa puede estar debajo de las vigas i entónces es cepa apoyada, o encima de 
· ·ellas, como un péndulo. Esta clase de apoyos se presenta en casos aislados, en 
;' algunas vigas contínuas, arcos contínuos con rótulas, etc., (fig. 1 ). 
,. De los grupos rest.ant.es, los apoyos de deslizamiento son los que ménos 
satisfacen las exijencias que se persiguen . En ellos es necesario vencer e!l el mo-
vimiento la resistencia de frotamiento de las superficies, resistencia variable, que 
crece con los años por la oxidacion de las superficies, de tal modo que dejan 
de servir parcial i aun totalmente. En vigas de considerable luz, la fal ta del funcio-
namiento de los aparatos de apoyo hace que se desarrollen fuerza:> horizontales con· 
siderables i que son trasmitidas a los estri bos i machones, dislocando las piedras de 
asiento (caso del Ñuble, trizadura del estribo sur), destmyel~do los morteros <le la. 
mampostería o doblando las vigas. No son raros los casos en c¡ue los injenieros se han 
visto obligados a cambiar el apoyo de deslizamiento por apoyo con rodillos, para eyitar 
la influencia da11ina del empuje horizontal. 
Pero tambien los apoyos con rodillos circulares o con segmentos circulares i 
que se agrupan en série de tres o mas e1~tre dos planchas planas, forman un sistema 
movible con graves inconvenient.es (fig. 2 i 3), conocidos desde mucho tiempo i q ue 
solo mencionaré a la lijera. 
El primer inconveniente que salta a la vista es el conjunto complicado. Para 
obtener una ¡·egular centracion en obras de gran impol't.ancia i magnitud, ha sido ne· 
cesario sobreponer varios de estos sistemas. El polvo i el carboncillo de las máqui-
nas, qne se introduce entre los rorli llos, rlificulta i aun impide el movimiento; por otro 
lado la reparticion exacta del esfuerzo sobre cada rodillo t>s difícil de ser tomada en 
cuenta, por la dificultad ,]e obtener rodill os del mismo rliámetro, por las deformacio-
nes elásticas de las planchas, la inferior diversa de la superior; por el polvo que se in· 
troduce i que hace desaparecer los planos primitivos de asient~., de los rodillos, i en li n, 
por la posicion disimétrica del sistema con relaciona la resultante clel empuj e. En caso~ 
t.an desfavorables como los supuest.os, en vez de obtener un movimiento rodante 
se obt iene un movimiento por desli:wmiento. En easos. observados en la práctica . 
ele un apoyo trasladado (o volcado para el caso de sectores. Malleco), se debe bus· 
car la causa. en uno de los inconveni~ntes mencionados. Aclemas, se ha comprobado 
que apoyos de esta clase, de considerable número de . rodillos i de pequeiio 
diúmetro. penetran visiblemente en las planchas de apoyo; en el Ñuble i en el Man· 
le se puede observar esto; pero hai que recordar que esos puent.es fueron construi -
dos en el pais, por fábricas nacionales, por los alios 1884-l HRó, i en aquel entónces no 
era posible exijirles un material especial, mas duro, como ~e exije para estos apoyos; 
razon tambien porque el Maule tiene hasta 8 l'Odillos juntos. 
La mayoría de estos inconvenientes se eliminan con el empleo de un solo rorli-
llo; sin embargo su uso no se ha jeneralizado. Con escepcion de Holanda , en los 
demas paises se ha aplicado en ·casos aislarlos,' i en puentei' de pequeñas luces. Para 
luces grandes se t.emeria, por consi rlPl'ar iones teórir·a.;;:, qtw rPRnltasen rorli llns de-
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masiado grandes, i que la componen le hori:t.ontal se tmsmitiese por el apo~'O a In pila, 
con las influencias nocivas eonocidas. 
En las l'PYist.as t~;enicfls no he porlilio encontmr aplicnciones dt'l rodillo iln·ico, 
por lo c:ual l1e c;;ct·ito a algunas c>a.sas const,J·uctora,; de put>ntes i n In Direccion clr 
algunos [nstit.utos de Injenieros de Europa. He aquí una contestarion de un Instituto 
de Austria: 
«Apoyos móvibles de puentes con un solo rodillo se han construido muchas 
• veces; objeciones fundamentales no se les puede hacer, si están bien dimensiona-
« dos, i si su material es hast.ante duro (acero fundido) para soportar dentro del lí-
• mite tolera.hle,las tensiones que resulten. El cálculo se puede hacer por las fórmulas 
« de Hertz. 
• Ejemplos de puentes ejecutAdos con apoyos de un rodillo: 
« l .0 Puente sobre el río Beuvron, en Celletes, para el ferrocarril de Orleans. Luz 
• rlel t1·a.mo: 42,00 m. Diámet.ro del rodillo: 400 m/ m. Largo del rodillo: 810 m/m. 
« ~." Puente sobre el Spree, en Berlin. 
« 3.0 l'uente cerca de Krakau, de lfi,OO. m de luz. Rodillo de 120 m j m. 
• En jeneral esta clase de apoyos se debe recomendar pat·a luces medianas i 
« menores. En puentes grandes, el punto de aplicacion de la rcaccion , que es dado 
« por el punto de contacto de la placa supet·ior con el rodillo, es variable; depende 
« de la carga i de las dilawciones, i entónces es necesario tomar en cuenta las solici-
« taciones excéntricas. Por otra parte, para puentes grandes resultan diámetros enor-
« mes, que dificultan una disposicion adecuada. 
« Por la flecha que toma el puente, la placa superior del apoyo se inclina de 
« cierto ángulo sobre el rodillo, con lo cual la reaccion sobre la placa inferior es algo 
« oblícua, teniend0 que ser resistida la componente horizontal por el frotamiento del 
« rodillo sobre la plancha del apoyo. En puentes de luces pequefias i medianas se 
• puede tener la seguridad que la inclinacion cae dentro del ángulo de frotamiento. 
« Una curvatura de la placa superior no eliminaría este inconveniente, porque los 
« dos cuerpos tanjentes se desarrollan el uno sobre el otro, cambiando el punto de . 
« eontacto del rodillo; pE>ro tiene la ventaja de bajar la solicitacion de las pie:t.as de 
• apoyo e impide que se traslade por la trepidacion. • 
Un distingu;do injeniero me dijo en una ocasion que desde muchos fl.flos esos 
rodillos se aplicaban en Holanda. Sobre el comportamiento de estos rodillos en la 
práctica, he obtenido por su intermedio los siguientes datos, que emanan de un Inspec-
tor de ferrocarriles de Holanda, quien tambien dirije la conservacion rle los puentes. 
•El primer rodillo móvil está en uso desde 1889 en la via férJ'efl de f!trecht-
~ AmsfPrdam. En la lfnea de Utrecht-Rotterdam se encuentr·a un puente para noble 
« via con dos vigas principales. La luz de los tramos es de 98,70 i 94,30 m, i tienen 
• cada uno un rodillo único . de dilatacion, de 450 i 360 mj m de diámetro respecti· 
« vll.mente. 
«El funcionamiento es mui sencillo, i plenamente ,;atisfactorio. Tienen gran 
" ~ensibilirla.rl , i la limpia es mui fácil. 
«Cerca de Einlhoven hay un puente r;obre la Dommel, de '20 m de largo, i con 
• un rodillo único de dila.tacinn. E l movimiento de traslacion es perfeet.amente visi-
• hle 1;1 pAsnr lA sobrecarga. 
«Sobre la ventaja de encorvnr la placa superior, no ha.i mm; CJne un antecedente: 
« un carro <le dilatacion (fig. 4) al cual hace 14 anos se le ca.mbiú el sistemA. ele ro-
• dillos múltiples por un solo rodillo (flg. 5). Hai que hacer notar que esto ha sido 
« un caso casual i no previsto; por lo tanto, no St puede asegurar la ventaja de esta 
« forma sobre la de placas rectas. 
«A muchos puentes de Holanda se les ha cambiado los apoyos por un rodillo 
« úuico, siendo los resultados plenamente satisfactorios. Hoi día se emplea de pre-
• ferencia esta disposicion en todos los puentes menores. Para impedir que el rodillo 
« se ponga oblicuo, se dispone en sus estremos un engranRje entre el rodillo i la pln-
• ca su penor. » . 
El puente sobre el Beuvron en Celletes, de que habla la comunicncion austriaca, 
fué construido en 1899 i estuvo espuesto en la Esposicion Universal de Paris en 1900. 
En las figuras 6 i 7 se ven los detalles de la construccion del rodillo. Obsérvese que 
tambien se le construyó para tomat· inclinacion en el sentido paralelo Al eje del 
puente. Esto se hir.o para obtener siempre un esfuerzo centt·ado sobre el rodillo, pues 
los montantes estreiPOS se inclinan algo por la deformacion de los travesafíos. La 
luz del puente es de 42,00 m, la reaccion máxima del apoyo, de 70 toneladas. 
En lA figura 8 se tiene el rodillo de un puente sobre el Rpree en Bedin. 
Ji:n el afio 1889 H. D. Schmidt hiw una proposicion para aplicar un sistema ele 
apoyos de que era inventor, i que recomendaba para puentes menores, con el uom-
bre de apoyo ele segmento mó1•il (Segment-Kipp-Lager). Un proyecto ele esta clase se 
encuentra eu la fig. 9. 
Es mni fácil esplicarse su funcionamiento . E l empuje es siempre centrado. Tiene 
!'in embargo el inconveniente de que, al dilatarse el puente, se produce una resisten-
cia de friccion entre la rótula i el segmento, aparte de la resist('ncia de rodado de esta. 
Este sistema es la combinacion de un rodillo tijo (rótula) con un apoyo móvil. Aplica-
ciones de este sistema a las construcciones no eran conocidas hasta. 1!)02. 
Otra solucion para el problema de los apo_vos móviles fué p1·esentada pot' Kiihler 
en Hl02. El propone usar cilindros, a los que saca la parte que no trabaja. (fig. 10). 
En aleman se tiene para esta clase de apoyos dos espresiones: Stelzenlager i Peudel-
Lagm·; la primera es la espresion correcta, pero ha caido en desuso, usándose la se-
gunda espresion, que es impropia. La .primera no tiene traduccion apropiada, i me 
contentaré, pues, con llamarlos a semejanr.a de la segunda espresion: rodillo péndulo. 
No hai que confundir est.e apoyo con el últ,imo grupo de los flpoyos móviles (apo· 
y os pendulares, fig. 1 ). 
Iúibler propone usar un péndulo que no sea un trozo de t:odillo sino un prisma 
de caras paralelas, con dos superficies curvAs cuyo radio de curvatura sea mayor qut> 
la media. a ltura riel cilindro. La idea que predomina en este tipo es la de usar mayo-
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res radios de curvatura, para tener menor altura de construccion, en oposicion a la 
del rodillo circular. Con est.a disposicion !:eria posible afrontar reacciones mas fuer· · 
tes, i lue~o apl icarla a luces mas grandes. 
A pesar de lo sencilla i segura tlue aparece a primera vista. esta di8posicion no 
deja de tener inconyenientes ~randes, que han sido demost.rados por W. Cmwr (*). 
Cuando el puent.e se dilatfl , ~·a sea por cambios de temperatura o por deformaciones 
oP.hidRs a la sobrecarga , se produce un desplnzamiento de los puntos de contacto del 
péndulo,de tal modo que las reacciones no quedan en una vertical, como estaban 
ántes del cambio de posicion. Llamemos <p el ángulo de la inclinacion del péndulo; 
el valor máximo de la exentl'i<'idarl del apoyo tiene, para pequelios valor<>s de <p, un 
valot' aproximado de 
E ~ 2(r- :)cr 
i el p<>rnlte: b =- h1 - h ,..,-. (r - ~i-)~..,2 
En la suela inferior apoyada se rlesarrolla la componente .h01·iwntal H , que 
tiene un moment11 IT 111 , opuesto al que se produce pot· la reaccion del apo,ro i la 
ex<'nt rieidnd, dt• tal mnrlo c¡1w se t.iene: H h1 = PE, i a.proximailamente 
~ p( h) H -= },-- r - -2- <p 
El vfllor H puede ohrar en el sentúlo rle la tt'tH•cion i de la comprcsion, i puerle alcan-
zar a menudo valores ennsiderables. 
Cauer ha ralculado que pam un puente rle 100 m rle luz i con h = ~00 m lm, 
t = + 35° C i el rarlio de curvatura. r = 2 h, el valor de 1!1. componente hori wntal 
nlranza al respetable valor de 9:1.:> toneladas, sienrlo para este caso 2 mm lo que se 
le\·anta t•l puente, i hai posihilirlad c¡ue ést.e rleslice sobre el ::~po~·o , en yez de rodar. 
Aunc¡ue esta cnnclusion rlesfavorable proviene ele que el eilindro ;;e ha elejirlo 
ron m ni )'OCa fllt.um. querla. subsistente el inconveniente <•n menor escala pa.m apoyos 
de mayor nltum, i no se alcanza a eompensar la ventnjn que se oht.iene de nna nwnor 
resistencia d<> rorlnrlura con un apoyo mas Hito. 
Apli<·aciones de la cli~posicion ¡wopuesta por li..iible¡· no eran conocidas hasta 1 !t02. 
Un nuevo apo,vo movi ble fm; propuesto pOI' Halherkalt, con privilej io esrlusivo 
parn el ronst.ruetM L i]10ld. He aquí lo que el Rtltor ha publi<'aclo soht·e su apoyo. 
A POYO l\fOVIRU: l.Jo~N'l'I CU f,AR (J>as 1Vú'lzun,q.~la_qer) 
Las tvn<lieionr>R que deben cumplir los apoyo~ movi bles son: sf!lcillez r>n su dis-
posicion, i reduccion a un mínimo rle la rer:>istenria que oponen al movimiento. 
( 0) Crmer trató el problema ele Jos apoyos movible~:~, l'<Hlillo l'mi('o o l'O<lillo pén<lnlo. E\11 In l'el·i~· 
ta Xeilsrlt¡·(fl rleR l'r¡·r·iriR Tlrusr/1r1· lnyPilirw·r, 1!100. 
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La disposicion de la fig. l2 tiende a esas condiciones, i no In he visto propuesta 
en ninguna construccion. El nuevo apoyo, que llamaremos aJIO.IfO móvil lentú:ular 
[wiilzungslager), consiste de un péndulo (lei1te), h, con superficies de cUt'vatura dife-
rentes, que recibe de una placa superior curva, a, la reaccion 1lel puent.e, pHrn tra;;-
mitirla a la plancha de nsiento, e, igualmente con una. superfieie curva. 
Con un desplazamiento del puentP, el pénciulo lenticular o sencillamentP lrnfe 
toma una inclinacion que produce un l~vantamiento de la viga; pero con una e]e(·-
eion adecuada de las curvaturas, se puede conseguir que el movimiento ett el seriticln 
vertical sea nulo i que el desplazamiento sea sit'nplemente horizontal, o que los e;;· 
ruerzos resistentes por vencer sean limitados. Ademas, con una eleccion adecuada de 
los radios, se tiene la posibilidad de fijar las tasas admisible¡.; entre ciert.os límites 
:dados por la fórmula de Hertz) suticientemente altos, para usar reaecione;;; i lttePs 
mayores que con rodillos o péndulos circuhtres. 
Vamos a determinar las fórmulas que se derivan de un movimiento del lente . 
Supongamos (fig. 13) que el lente ha.va jimdo de un ángulo a sobre la plaen in-
ferior o base. El punto de contacto en ve7. de est.ar en F :está en ( i (base) i F t[Ut'tla 
m F1 en el lente. Al mismo tiempo ha rodado el apoyo superior sobre el lente i el 
ounto primitivo de contacto ha que1lado en D1 i D2 ; el nuevo punto de contacto es E. 
Se puede aceptar con suficiente precision que la t.anjente a la placa superior 
m D2 queda horizontai aun despues del movimient.o. En realidao hai una jimC'ion ,\ 
ti rededor del otro apoyo lijo, i la tanjente de X Ps igual a ~, sienclo ~ el levante 
) descen¡.;o que f•spcrimenta la ·dga i la l la luz. Pe1·o para todo¡.; los CH>it)S tlr In pr:'Lc-
;ica ,\ es tan pequeño que su influencia se puede considerar nula. 
Refiramos todos los puntos a un sistema dE' (>jes rectangulares X Y, con el 
lrijen en O, en el centro de curvatura de la hase Sean R i r los rnciios el<> los Hrcos 
m?eriores i R1 i r1 los de Jos arcos inferiores. Los ángulos al eentro correspondientE-s 
ti despht7.amie¡¡t.o del apoyo sean y i b, i los co1-respnndient~s ni desplazamiento del 
ente sean a i ~·Sea ademas h la altura del lente, i A1 B, = h-r+ H1 =-a. 
\·amos a determinar la trayectoria dd punto 1> i el lugar jeomPtrieo de los pun -
.os de contacto E, con relA.cion a un movimiento del lente fijarlo pnt· el úngulo et. 
Las relaciones !le los angulos se deducen de la iguH.Icla!l ¡)p ]m; rlesarmllos di' 
!nda par ele arcos. 
Arro r; ~' ~ nrco (; F1 
arro 1>1 ~ :-:- arco D~ E 
r1 et = R1 ¡:\ 
rb =- lty . 
De In figura se (letlnce: b = y+ a- f3 
Dc• donde: r (y + a - --· r1 a ] R, ,....,... y R 
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Luego IRs relacimws entre los ángulos a, ¡:$, y, son dadas por las ecuaciones 
(1)' \ ( 
SE:'nn .r e .11 lm; cnordennrlns de D~ . Re tiene: 
x =-- O L """" O K + K L = 1' L + A1 I-A1 If 
x ,....- a sen. (a- ¡3)-(R1 - r1 ) sen a +(R-r) sen y. 
fntroduciendo los vnlores ele ¡3: 
(2) Rt - rt x =- a sen ---w
1
--· · a - (Rt - r1 ) l'lE:'Il a+ (R- r) sen y 
J>e manera semejante se tiene: 
(H) 
y = D2 L = R + C1 L = R + B1 K -(R - r) cos y 
y = R + a cos (a - p) - (R1 - r1 ) cos a- (R- r) ros y 
- R¡ - r¡ y=-R +a cos --R
1
- a - (H 1 -r1 ) cos a-(R - r)cos y 
E stas dos ecuacioúes fijan :r e y en f::mcion de a, i tambien la trayectoria de D. 
l ·na relacion directa entre x e JI no se puede presentar con claridad, porque es 
difícil eliminar a de las ecuaciones 2 i 3. 
Las P-oordenadas x' E:' y' del punto de contacto E serán: 
x' = x - · R sen y 
y'== y - (R - H ('OS y). 
Reemplazando .1· e y de las ecuacio11es 2 i ~: 
Rt - rt 
x' =- n :-en ~-- a- ( 111 - l't ) sen a - i· sen y 
, R1 - r¡ y -e= n .cos ---R~ -a- ( R1 - r1 ) cos a+ r cos y 
LR f' t•oorclcnHrlns del punt-o de contacto inferior G son: 
x"= r1 sen a 
y"= r1 cosa 
(4) 
(5) 
En el sistema en estudio se presenta el inconveniente del error de e'.ccrmfricidad, 
i el tie la oscilac•ion vertical de lH pa,rte superior; esta última variacion puede ser de 
dos signos, positiva para un levante i negativa para un descenso. Su valor f'erá: 
u -=- y- r1 - h, i e: valor del error de excentricidad: E= x"- x' 
fnt.t'OClu('i enclo los valores ele lns ecuaciones 2, 3, 4, se tiene: 
(6) 
(7) 
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(Ht - r¡ ) , ~-'-'(R-r1 ---h)-1-a cus ·· - [{
1 
·--·· a --( h 1 -- r1 ) en~ cc.---( R---r) cos y 
H. ·--- r. 
E -- - lt1 ~Sen a + •· sen y - a. sen 1 a {¡ 
Para fijat· la~S cunJieiones de estabilidad estátiea de esta~; dispusicione~ es nece-
sariiJ conocer el desplazamiento múximo de la viga. que producirá la inclinacion lllÚ-
xima de l.1 lente. Esta se determina por medio de la ecuacion 
(8) -' l H.1 - r1 ' (-l_, ) '+(R ) -u. = a :;en - R
1 
·-- a - ~ 1 -r1 sen a -r sen y 
,Jaque se resuelve por métodos ele aproximacion. 
Este valor u l se compone de dos factores: 
(9) ~ 1 '-'--' ~ lt + ~ h¡ 
t:. lt= + e lt. ~iendo e el coeficiente de Jilatacion por el calor, l la luz i f la 
diferencia de temperatura. 
El término u l q, debido a la carga, puede fijarse de una manera exacta e11 los 
_sistemas estáticamente determinados, i en los demas por métodos apruximatiYo!-l. 
Cuando en un sistema enrejado se tiene la cabeza inferior horizontal i Jired a-
·mente apo,\·ada, se ruede tornar por .:l l q la suma de lo~ alargamientos de cada una 
de las barras de la cabeza inferior: 
(10) 6. lq - ~ 
Siendo ::> la teu:;iun, s la lonjitud de las barra;;, P la se<:t:ion i .b' el w ódulo de 
elasticidad. 
u con ~Suficiente apruximacion: 6. lq '-- o l E ( 11 ) 
Con una eleccion acertada de los radios R, 1·, ll1 , r 1 , 'se puede eliminar el e 1-ru~· 
de exentricidad, como tambien el de la elevacion o descenso de la viga, o a lo ménos 
manejarlo dentro d~ límites prudenciales. E n la aceptacion de los radios no se t iene 
entónces .nas límite que el de las tasas impuestas por unidad de superficie. 
Se p uede encontrar combinaciones de radios que cumplan las condiciones men-
cionadas. La condicion para que el punto D se mueva en una l10rizontal se saca de 
1 . .., 1 . d c:l \' a ccuacwn .,, 1acten o r = con.;tnnt.e, o sea : - d- · - =o O 
. a 
lntroduciendo en (13) el valot· de y de la ecuaeio11 ( 1) i dcrÍ\'ando: 
I.OH A I'A ltA 'l'lJ I:l llE A l'OYO J.; N LOS l'U EN'l'J,;I) 
d y . lt1 -r1 . H1 - r 1 , R1 - r1 (~ ·- r1 ) r 
-=-o - a - ·- ·-- seu · ·- a 1 (R1 - r1 ) sen a + r . sen , et=O da R1 R1 R1 R¡(h- r) 
Hi por otra parte se toma en cuenta que las inclinaciones que se producen por la· 
d ilataciot1 suu pequefw:-;, se podrá ::;ustituir con sutici!:'nte aproximacion el 8&n a por · 
. . . Hi (H- r) . 
el arco a , 1 multtphcando adcnms por - R-·---- , se heue: 
¡ - 1'¡ 
- a (1:1 - r1 ) (H- r) a+ H{ [H.- 1'1 a + (R1 - r1 ) r1 a -' O 
l•:sta ecua<:iun satis face t~ualquier n tlor de a ~¡ 
- a (lt- r) (1:1 - r1 )+ R1 1 (H.- r)+ (R1 - r1 ) .. ~ -"-O 
lo que da con" ' t·onoicion 
( 1 :! ) .. ~ 
.k =-:·r 
Si :;e reenlpl11r-a a por :;u valor, -= h- r+ H.1 , la cundicion toma la l'onna 
( 1 ~) Rr R1 r1 )¡ =- - ------- + -· ----R - r R1 -r1 
Esta cundicion ~irYc tambien para anular el error de excentricidad , es decii·, tener 
Cll cualquiera p osÍCÍOll del puente los dos VUll tOS de Coll tu.Cto de) lente, SUperior t" 
inferioJ', en una mi:;ma vel't.i<:al. 
En efedo, la cuudieion sería: ~: -'-- O. 
~; 
En la ecuacion (7) :;e debe tener ·· - '-'---- O . Cambiando el seno por el ar<:o e in tru-
a 
duciendo el valor de y , se tiem 
f. -· .u + H.¡ -1'¡ 
--- - n¡ r ----
a It1 
de donde resulta 
r R¡ - r¡ 
- ----· -- a ------- = O R --: r H¡ 
espresion idéntica a la ecuaciou ( 1 '2). (Estos valores solo son válidos para un ángulo 
pequeiío de a , en que se puede cambiar el arco por el seno). 
Ejemplo. Sea el tramo estremo de un cautiliver de -!8.!J3 m de luz, i que tengamol": 
R '-'--' 0,'20 m 
H.1 =' 0.60 m 
l'am cumplir eon la:; ecuaciones (12) i (13): 
r - 0,10 m 
r1 0,10 m 
a =" 0.7~+0.10 = 0.82, ..... . ..... . h ,_-_,_ 0)0+ 0,12 = 0,32 
1'. MlCH A~]Ltl.I!:N 
La defumuu.:ion lonjitudinal para uua variaciun de tcrnpcratum de + :30 gmdus 
i para una solici tacion de 800 Kg por· cm cuadrado en la cabeza inferior es 
( + 3.7~ Clll 
( - 1.76 Clll 
El movimiento total l:.lcanza n 3,7::?+ 1 ,7ti cm =-.:5,4~ cm. 
Si en el descimbramiento de la viga el upoyo se eoloca de tal manera que la 
initad de ese 111ovimiento se deslice a la izquierda i la otm 111itad a In deredm ele! eje 
de simetría del apoyo, el valor a introducir en la ecuaciun (~) es: 
1- :).-1-8 •) 7 . 6. --- ... t -- - , ~ <.:111. 
i cun este valor :;e ealculará la rmixima indinacion <¡ue alcanzan! el lente: 
que resuelta <.lú : 
a'= 5° 53'[)1" ..... _ .. . ... . . _ .. . ureu a'=- O, 10:!7:·> 
Si se introduee este valor de a' en las ecuaciones (ti) i (7), se obtiene ~""-0 i E--0 , 
lo que signiticLt t}Ue la viga se mue\:e realmente en una hor·iwntal i '[Ul' el error de 
excentricidad :;e anula. 
Puede pn:sentarse el caso qne la altura dis ponible de t·onstruccicm imponga nna. 
·altura menor que la tijada por la ccuacion (l:l). en euyo caso el error de excentricidad 
es inevitable. 
La siguiente oiJservacion jcneml se puede hact•r :;oiJrt· la inf-luencia del etTor de 
excentricidad. (Fig. 13). E stH excentricidad produee en el punto de apoyo un Hlo-
mento PE, que tr·ata de volver la pier.a a ¡;u posieiou primitiva, protlucienrlo ten· 
siones supll·nHmtarius en el em ejado. Si el enrejado tie.rrc t·aber.a inferior horizuntal, 
:;e puede lijar apro:-d·marlamelliC la~ tt·nsiones suplenrenta rias por el vulor 
(14) H - -+· 1' f. 
PHra la detenninacion de los cuatro rndios lt, r , H1 i r1 , se lijan prinrcw las ta-
sas límites. E st<r se puede hacer por las fór·nllllu:-; de Hertz. 
Si p es lu presion por unidad de. lo11jitud en la arista de l·ontacto, la ten:-;iou 
vrincipal de esta arista, referida u unidad de ::;uperri<·ic e,; , se~un IIer-tz: 
( l. 5) í 1f p E ( l . . . ( ) -o= 5 'w ·i' r . - H. \i (¡ _· Rl) -"'- 0,4lü f V B r 
J,u:; .~I'AJ(. A'l'US ))~; Al'UYU ~; r; J,US l'U ¡.;NT~:IS 
En t•st.ns fvnuulas se ha aceptado que la mwu entre el alargamiento lonjitudi· . 
nal i la (:ontmccion trasversal es igual a m~ .':,:;. 
J 'H m lijar el valor admisible de o se pueuc observar lo siguiente: t->ean <"1x , O y , o. , 
la,; ten:;iunes priucipales en un lJUll to considP-mdo, i respecto de cada uno de lt>s ej'!s 
.r, ff, .t. 
En euerpos isótropo::; i para um1 deformacion HHi.xima Ox en el sentido del ejé 
de las ... , los valores Ox, o)., Oz , est.án relacionados, clentl'O Je los lítuiles de la lei de 
ll uok, por la esprcsiun: 
<"1y ·+ <"1, 
111 
Si se per111iten deformaciones elú::;ticas hasta cerca del límite de la proporciona· 
lidad. E i'lx e,; la t.ension en este límit~: de pro¡Jot·cionalida.d; i 
pudni tc11e r un valor mayor (¡ue Ebx, s111 que por esto se pase el límite tle la ela~· 
ticidad i pueda temen;e una deformacion permanente. (*) 
En los casos presentes, de un rodillo único o lente, en (¡ue la solicit.acion es tan 
clara i determinada, las tensiones secundarias carecen de Yalor i se puede aplicar !a 
tasa 111áxima. 
lúihle7' da pur eso una ta::;a ad misiule de (i 000 Kg por cm~ para el acero fundí· 
do, i la práctica ha podido confirmar esto en los apoyo::; de algunos puentes exis· 
tente:;:, •¡ ue tienen esa alt.a solicitacion. 
Las fórmulas de Hertz, deducida::; por via absolutamente teórica, no han sirlo 
::;uticientemente esperimeutadas para poder confirmarlas. En HlOl Stribeck i Schwin· 
ning han hecho esperiencias con esferas de pequei'ío diámetro; pero no es posible 
aplicar los resultados obtenidos a la~ piezas de apoyo, que son de dimeosiones relativa· 
mente grandes. En el ejemplo citado la presion máxima es de Ox = 5,14 t por cm~. · 
..\..1 colocat· las piezas de apoyo, se deLe procurat· que las desviaciones totales a 
cada lado sean iguales; para esto es nece~ario tijtu· la posicion del len te con relacion 
a la temperatura ambiente en el momento de apoyar el puente. 
En la ecuacion (9) intet·viene el valor de a lq, q ue corresponde a la dilatacion 
de la viga., producida por la carga. 
Esta se compone de dos partes: Peso propio ¡), lq, i carga móvil ¡), lp. 
El peso pt·opio solo interviene una vez ttl bajar la viga, i no es necesario con· 
sirlerarlo en los movimientos periódicos del apoyo. La deformacion total por consi· 
dera.r queda 
.• ; 1'. (lj. ~i h·rwno<>~ tre~< tem:~ioues prirwipalc:< igualt>~, el valor Clx puede uknuzar entre dos i 
tres nwe~< el nllor de E i'lx ; ¡oam el "''"'J de <l o~< tensione,; i)?uales, poclni. ah·anznr un Yalor ent re 
1,3 i 2 n~<:e8 e l de E hx . 
P. llli CHAELIH:N 2tH 
i con este valor se determina el ángulo a" máximo de que se inclinaria el lente: Es 
necesario repartir este ángulo, a fin de tener una mitad a cada lado pa1·a los va-
lures estremos de t, con el objeto de reducir las tensiones secundarias, lo que no deja 
de ser importante en p,uentes de luees grandes. 
Considerando el ejemplo ya citado, se tiene: 
6 lp =-= 1.0:2 cm. , ~ + 2,78 
6 '1- 6 1 t+6 lp =- + 1.76+1.02 .... . ....... 6 1 = ~ -1,76 
i el rlespluzamieuto total: :!,í !:S+ l.ío=--4.5-! cm. 
El ángulo a" ::JUe corre::;ponde a la mitad de 4.5-! cm es: 
a"= -!0 53' ...... .... .. arco a."= 0.0!:15125. 
Las tensione~:~ secundarias H que se desarrollan en la cabeza inferior del enrt>ja-
(lu son de escasa importancia, porque su valor es mui pequeño. Ademas, jeneral-
mente no aumentan las tasas máximas absolutas. En el caso de la sobrecarga total 
i unll dilatacion equivalente a + 30 gmdos, la t.ension secundaria es una compresiou 
i tli$minuye la tasa de trabajo de la cabeza. Una contraccion de - 30 grados produce 
una pequelia tension suplementaria, de ninguna importancia. 
CABOS E SPECIALES 
] •0 Parad caso en .que se disponen apoyos con superficies de igual curvatura, 
H- R1 ; r = r1 ; i la condicion del desplar.amiento para un pequei"io angulo a. es 
R2+r2 ~ R 1· 
a =-R--; h =-= -R 
- r -r 
:2.0 I>e et~da dos superficies de contacto, una 8e puede disponer como superficie 
tanjcncial. (Fig. 14). En este caso, R = R¡ = oo 
Las coordenadas del punto primitivo de contacto despue8 de un jiro a. delleute son: 
( x = r a+ (h-r+ r1 ) sen a.-r1 a. cos a. 
~ y= r + (h-r+ r¡ ) cos a.+ r¡ a. sen a.. 
i las del nutvo punt.o 1le contado: 
( 17) x'= (h~r+r1 ) sen a.-r1 a. cosa. y'= y . 
La::; ecuaciones (5) son tambien aplicables para este caso. 
Para la oscilucion vertical !:J. i para el en or de excentricidad, se tiene: 
(IH) 6 = r. a.. sen a. - (h-r- r1 ) (l-eos a.) 
E = t'. a. cos a. - (h- r) sen a. 
LOM Al'ATATOM lll!: Al'OYO !!:N LOte! PUI!:NT!>tl 
. En )a¡; tiguras 15 i 16 se han dudo los detalltlS de un a¡JOyo de uu pueutc soure 
la Zahada (Austria) i en las figuras 17 i 18 los detalles de los aparatos de un puente, 
de 20 m de luz. 
En estos ejemplos se ha evitado un casual deslizamiento oblicu.;> de las par~~ 
del apoyo lenticular, por medio de dientes de engranajes. Es necesario fijar la forma 
del diente en cada caso. 
Finalmente, se pueden ejecutar apoyos con partes esféricas o combinar convenien· · 
temente estn clase de apoyos, para tener movimientos en todos sentidos, siempre que 
las tasas fijadas por las fórmulas de Hertz queden debajo del límite de elasticidad. 

